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Categorias de fusion

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero.
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Categorias de fusion

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero.
Una categoria C es una categoria de fusion sobre K si:

@ es una categoria abeliana k-lineal: Hom¢(X, Y) es un
k-espacio vectorial y la composicion de morfismos es
bilineal,

@ es una categoria monoidal: (C,®,a,1,l,r),

@ esrigida: para todo X € C existen duales a izquierda y a
derecha,

@ es semisimple: los objetos son sumas directas finitas de
objetos simples,

@ C tiene una cantidad finita de clases de isomorfismo de
objetos simples,

@ los espacios de morfismos son de dimensién finita,
@ 1 es un objeto simple de C.

Sobre la clasificacion de ciertas categorias modulares integras



Ejemplos

@ Sea G un grupo finito. La categoria Rep(G) de
representaciones de dimension finita de G sobre k es una
categoria de fusién.
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Ejemplos

@ Sea G un grupo finito. La categoria Rep(G) de
representaciones de dimension finita de G sobre k es una
categoria de fusién.

@ Sea G un grupo finito. La categoria Vecg de espacios
vectoriales G-graduados de dimension finita sobre k con
asociatividad determinada por un 3-cociclo w es una
categoria de fusion.
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Ejemplos

@ Sea G un grupo finito. La categoria Rep(G) de
representaciones de dimension finita de G sobre k es una
categoria de fusién.

@ Sea G un grupo finito. La categoria Vecg de espacios
vectoriales G-graduados de dimension finita sobre k con
asociatividad determinada por un 3-cociclo w es una
categoria de fusion.

@ Sea H un algebra de Hopf semisimple de dimension finita.
La categoria Rep H de representaciones de dimensién
finita de H es una categoria de fusion.
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Dimensién de Frobenius-Perron

Sea C una categoria de fusién sobre k.
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Dimensién de Frobenius-Perron

Sea C una categoria de fusién sobre k.

@ Denotaremos Irr(C)= {Xp =1, Xy, ..., X} al conjunto de
clases de isomorfismo de objetos simples en C.
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Dimensién de Frobenius-Perron

Sea C una categoria de fusién sobre k.

@ Denotaremos Irr(C)= {Xo =1, X1, ..., Xp} al conjunto de
clases de isomorfismo de objetos simples en C.

@ Reglas de fusion: X @ Y =~ @ z¢juc) N5y Z
(X,Y € lrr(C)) con N§ , =dimHom(Z, X ® Y) € Z+.
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Dimensién de Frobenius-Perron

Sea C una categoria de fusién sobre k.

@ Denotaremos Irr(C)= {Xp =1, Xy, ..., X} al conjunto de
clases de isomorfismo de objetos simples en C.

@ Reglas de fusion: X @ Y =~ @ z¢juc) N5y Z
(X, Y elrr(C)) con N§ y = dimHom(Z,X @ Y) € Z*.

@ La dimension de Frobenius-Perron FPdim(X) € R* de
X € C es el mayor autovalor no-negativo de la matriz
(N§7Y)Y7Z€|rr(c)(matriz de multiplicacion a izquierda por X
C.l. a®).
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Sea C una categoria de fusién sobre k.
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X € C es el mayor autovalor no-negativo de la matriz
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C.l. a®).

@ La dimensién de Frobenius-Perron de C es
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Dimensién de Frobenius-Perron

@ Una categoria de fusion C es integra si
FPdim(X) € Z*,vX € Irr(C) (= C ~ Rep H, H quasi-Hopf
semisimple [ENQY]).
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Dimensién de Frobenius-Perron

@ Una categoria de fusion C es integra si
FPdim(X) € Z*,vX € Irr(C) (= C ~ Rep H, H quasi-Hopf
semisimple [ENQY]).

@ Una categoria de fusion C es déblimente integra si
FPdim(C) € Z.
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Categorias de fusion punteadas

@ Un objeto X € C es invertible si 'y s6lo si FPdim X = 1.
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Categorias de fusion punteadas

@ Un objeto X € C es invertible si 'y s6lo si FPdim X = 1.
El conjunto de objetos invertible G(C) en C es un grupo c.r.
a.
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Categorias de fusion punteadas

@ Un objeto X € C es invertible si 'y s6lo si FPdim X = 1.
El conjunto de objetos invertible G(C) en C es un grupo c.r.
aQ.

@ Una categoria se dice punteada si todos sus objetos
simples son invertibles. Si C es punteada entonces
C = Vecg.
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Categorias de fusion punteadas

@ Un objeto X € C es invertible si 'y s6lo si FPdim X = 1.
El conjunto de objetos invertible G(C) en C es un grupo c.r.
aQ.

@ Una categoria se dice punteada si todos sus objetos
simples son invertibles. Si C es punteada entonces
C = Vecg.

@ La subcategoria punteada maximal Cy de C es la
subcategoria de fusion generada por G(C).
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Categorias de fusion trenzadas

Una categoria de fusion C es trenzada si esta munida de
ismorfismos naturales ox y : X® Y — Y ® X (trenza) que
satisfacen los axiomas de hexagono,
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Categorias de fusion trenzadas

Una categoria de fusion C es trenzada si esta munida de
ismorfismos naturales ox y : X® Y — Y ® X (trenza) que
satisfacen los axiomas de hexagono, i.e. el siguiente diagrama
(y otro analogo) conmuta:

XoY)oZ 2% Xo(Yez) 2% (YeoZ)e X

UX’Y®idZJ( laY,Z,X

(YOX)©Z —— Yo (X©2Z) ——— Y& (ZeX).

idy ®ox,z
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Categorias Modulares

Sea C una categoria de fusion trenzada (con trenza o) sobre k.
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Sea C una categoria de fusion trenzada (con trenza o) sobre k.
e X, Y € C se centralizan mutuamente si oy xox,y = idxgy.
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Categorias Modulares

Sea C una categoria de fusion trenzada (con trenza o) sobre k.
e X, Y € C se centralizan mutuamente si oy xox,y = idxgy.

e Sea D C C. El centralizador D’ de D es la siguiente
subcategoria de fusién de C:

D = {XEC oY XOX)Y = idX®y,\V/ Y € D}
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Categorias Modulares

Sea C una categoria de fusion trenzada (con trenza o) sobre k.
e X, Y € C se centralizan mutuamente si oy xox,y = idxgy.

e Sea D C C. El centralizador D’ de D es la siguiente
subcategoria de fusién de C:

D = {XEC oY XOX)Y = idX®y,\V/ Y € D}

e El centro de Miiger (o centro simétrico) Z>(C) de C es el
centralizador de C: Z,(C) = C'.

Definicion

La categoria C es no-degenerada si su centro de Muger es
trivial. Una categoria modular es una categoria premodular
no-degenerada.
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Categorias Modulares

Sea C una categoria de fusion trenzada (con trenza o) sobre k.
e X, Y € C se centralizan mutuamente si oy xox,y = idxgy.

e Sea D C C. El centralizador D’ de D es la siguiente
subcategoria de fusién de C:

D = {XEC oY XOX)Y = idX®y,\V/ Y € D}

e El centro de Miiger (o centro simétrico) Z>(C) de C es el
centralizador de C: Z,(C) = C'.

Definicion

La categoria C es no-degenerada si su centro de Muger es
trivial. Una categoria modular es una categoria premodular
no-degenerada.

Si C es una categoria modular integra, entonces FPdim(X)?2

divide a FPdim(C), VX € Irr(C).



Categorias de tipo grupo

Una categoria de fusién de tipo grupo es una categoria de
fusion equivalente a la categoria C(G,w, F, «) de
ko F-bimédulos en Vec,
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Categorias de tipo grupo

Una categoria de fusién de tipo grupo es una categoria de
fusion equivalente a la categoria C(G,w, F, «) de
ko F-bimédulos en Vecy, donde:

@ G es un grupo finito,

@ w es un 3-cociclo en G,

@ F C G es un subgrupo, y

@ o € C?(F,k*) es una 2-cocadena de F t.q. w|r = do.
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Categorias de tipo grupo

Una categoria de fusién de tipo grupo es una categoria de
fusion equivalente a la categoria C(G,w, F, «) de
ko F-bimédulos en Vecy, donde:

@ G es un grupo finito,

@ w es un 3-cociclo en G,

@ F C G es un subgrupo, y

@ o € C?(F,k*) es una 2-cocadena de F t.q. w|r = do.

Equivalentemente, C es una categoria de fusion de tipo grupo
si es Morita equivalente a una categoria de fusion punteada

w
Vecs.
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Resultados conocidos

Sea C una categoria modular integra.
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Resultados conocidos

Sea C una categoria modular integra.
La categoria C es de tipo grupo cuando FPdim(C) toma alguno
de los siguientes valores:

e p" [DGNQ],
@ pq [EGO],
@ pgr [ENO2],
® pg? [NR], 0
e pg® [NR],
donde p, g y r son primos distintos.
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FPdim(C) = pg* o p*q?

Teorema (BGHKNNPR)

Sean C una categoria de fusion modular integra y p y q primos
distintos.
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FPdim(C) = pg* o p*q?

Teorema (BGHKNNPR)

Sean C una categoria de fusion modular integra y p y q primos
distintos. Entonces:

@ SiFPdim(C) = pg* entonces C es de tipo grupo.
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FPdim(C) = pg* o p*q?

Teorema (BGHKNNPR)

Sean C una categoria de fusion modular integra y p y q primos
distintos. Entonces:

@ SiFPdim(C) = pg* entonces C es de tipo grupo.
@ SiFPdim(C) = p?q? es impar entonces C es de tipo grupo.
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FPdim(C) = pg* o p*q?

Teorema (BGHKNNPR)

Sean C una categoria de fusion modular integra y p y q primos
distintos. Entonces:

@ SiFPdim(C) = pg* entonces C es de tipo grupo.
@ SiFPdim(C) = p?q? es impar entonces C es de tipo grupo.

@ SiC no es de tipo grupo y FPdim(C) = 4g° entonces C es
conocida: es equivalente a una categoria proveniente del
centro de una Tambara-Yamagami o de grupos cuanticos.

v
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Una G-graduacion de una categoria de fusién C es una
descomposicion C = Pge g Cq 1.0
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Una G-graduacion de una categoria de fusién C es una
descomposicion C = Pge g Cq 1.0

@ cada C4 es una subcategoria abeliana plena, y
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Una G-graduacion de una categoria de fusién C es una
descomposicion C = Pge g Cq 1.0

@ cada C4 es una subcategoria abeliana plena, y
@ ®:C xC— CmandaCgy x Cpen Cgp.
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Una G-graduacion de una categoria de fusién C es una
descomposicion C = Pge g Cq 1.0

@ cada C4 es una subcategoria abeliana plena, y
@ ®:C xC— CmandaCgy x Cpen Cgp.

La graduacion es fiel si Cg # 0, Vg € G.
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Una G-graduacion de una categoria de fusién C es una
descomposicion C = Pge g Cq 1.0

@ cada C4 es una subcategoria abeliana plena, y
@ ®:C xC— CmandaCgy x Cpen Cgp.

La graduacion es fiel si Cy # 0, Vg € G. En este caso:
FPdim(C) =| G | FPdim(Ce) y FPdim(Ce) = FPdim(Cy),Vg € G.
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Graduacioén universal de C

La subcategoria adjunta C,4 de C es la subcategoria de fusién
generada por X ® X*, con X simple en C.
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Graduacioén universal de C

La subcategoria adjunta C,4 de C es la subcategoria de fusién
generada por X ® X*, con X simple en C.

Gelaki y Nikshych mostraron que para toda categoria de fusion
C existe una graduacion fiel candnica
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Graduacioén universal de C

La subcategoria adjunta C,4 de C es la subcategoria de fusién
generada por X ® X*, con X simple en C.

Gelaki y Nikshych mostraron que para toda categoria de fusion
C existe una graduacién fiel canénica:

= D ¢

geu(Q)

llamada la graduacion universal de C y satisface que Ce = Cqoq.
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Graduacioén universal de C

La subcategoria adjunta C,4 de C es la subcategoria de fusién
generada por X ® X*, con X simple en C.

Gelaki y Nikshych mostraron que para toda categoria de fusion
C existe una graduacién fiel canénica:

= D ¢

geu(Q)

llamada la graduacion universal de C y satisface que Ce = Cqoq.

Teorema (GN)

Sea C una categoria modular. Entonces su grupo de
graduacion universal U(C) es isomorfo al grupo de caracteres

de G(C), i.e., U(C) ~ G(C).
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Algunas ideas de la prueba

Si C es una categoria modular integra con FPdim(C) = pg*
entonces C es de tipo grupo.
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Algunas ideas de la prueba

Si C es una categoria modular integra con FPdim(C) = pg*
entonces C es de tipo grupo.
Idea de la prueba:
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Algunas ideas de la prueba

Si C es una categoria modular integra con FPdim(C) = pg*
entonces C es de tipo grupo.
Idea de la prueba:

@ Sea X ¢ Irr(C). Como FPdim(X)? divide a
FPdim(C) = pg* = FPdim(X) =1,g 0 ¢°.
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Algunas ideas de la prueba

Si C es una categoria modular integra con FPdim(C) = pg*
entonces C es de tipo grupo.
Idea de la prueba:

@ Sea X ¢ Irr(C). Como FPdim(X)? divide a
FPdim(C) = pg* = FPdim(X) =1,g 0 ¢°.
@ Entonces pg* = FPdim(C) = a+ bg® + cq*.
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Algunas ideas de la prueba

Si C es una categoria modular integra con FPdim(C) = pg*
entonces C es de tipo grupo.
Idea de la prueba:

@ Sea X ¢ Irr(C). Como FPdim(X)? divide a
FPdim(C) = pg* = FPdim(X) = 1,g 0 ¢°.

@ Entonces pg* = FPdim(C) = a+ bg® + cq*. Luego
q%|a = FPdim(Cp).
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Algunas ideas de la prueba

Si C es una categoria modular integra con FPdim(C) = pg*
entonces C es de tipo grupo.
Idea de la prueba:

@ Sea X ¢ Irr(C). Como FPdim(X)? divide a
FPdim(C) = pg* = FPdim(X) =1,g 0 ¢°.

@ Entonces pg* = FPdim(C) = a+ bg® + cq*. Luego
q%|a = FPdim(Cp).

@ Ademas, FPdim(Cyt) divide a pg* = FPdim(C).
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Algunas ideas de la prueba

Si C es una categoria modular integra con FPdim(C) = pg*
entonces C es de tipo grupo.
Idea de la prueba:

@ Sea X ¢ Irr(C). Como FPdim(X)? divide a
FPdim(C) = pg* = FPdim(X) = 1,g 0 ¢°.

@ Entonces pg* = FPdim(C) = a+ bg® + cq*. Luego
q%|a = FPdim(Cp).

@ Ademas, FPdim(Cyt) divide a pg* = FPdim(C).
Asi, FPdim(Ct) € {0?, ¢°, 4%, %, PG°, Pq*}.
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Algunas ideas de la prueba

Si C es una categoria modular integra con FPdim(C) = pg*
entonces C es de tipo grupo.
Idea de la prueba:
@ Sea X ¢ Irr(C). Como FPdim(X)? divide a
FPdim(C) = pg* = FPdim(X) =1,g 0 ¢°.
@ Entonces pg* = FPdim(C) = a+ bg? + cq*. Luego
q%|a = FPdim(Cp).
@ Ademas, FPdim(Cyt) divide a pg* = FPdim(C).
Asi, FPdim(Ct) € {0?, ¢°, 4%, %, PG°, Pq*}.
@ Caso FPdim(Cyt) = @° : la graduacion universal por U(C)
tiene g° componentes Cg y cada una tiene dimension pq.
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Algunas ideas de la prueba

Si C es una categoria modular integra con FPdim(C) = pg*
entonces C es de tipo grupo.
Idea de la prueba:
@ Sea X ¢ Irr(C). Como FPdim(X)? divide a
FPdim(C) = pg* = FPdim(X) =1,g 0 ¢°.
@ Entonces pg* = FPdim(C) = a+ bg? + cq*. Luego
q%|a = FPdim(Cp).
@ Ademas, FPdim(Cyt) divide a pg* = FPdim(C).
Asi, FPdim(Cot) € {7, %, a*, pa?, pq®, pq*}.
@ Caso FPdim(Cyt) = @° : la graduacion universal por U(C)
tiene g° componentes Cg y cada una tiene dimension pq.
Luego, pg = FPdim(Cq) = ag + bgq? + c4q*.
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Algunas ideas de la prueba

Si C es una categoria modular integra con FPdim(C) = pg*
entonces C es de tipo grupo.
Idea de la prueba:

@ Sea X ¢ Irr(C). Como FPdim(X)? divide a
FPdim(C) = pg* = FPdim(X) =1,g 0 ¢°.

@ Entonces pg* = FPdim(C) = a+ bg? + cq*. Luego
q%|a = FPdim(Cp).

@ Ademas, FPdim(Cyt) divide a pg* = FPdim(C).

Asi, FPdim(Cot) € {7, %, a*, pa?, pq®, pq*}.

@ Caso FPdim(Cyt) = @° : la graduacion universal por U(C)
tiene g° componentes Cg y cada una tiene dimension pq.
Luego, pq = FPdim(Cy) = a4 + byq? + c4q*. Entonces
ag #0,vg € U(C).
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Algunas ideas de la prueba

Si C es una categoria modular integra con FPdim(C) = pg*
entonces C es de tipo grupo.
Idea de la prueba:

@ Sea X ¢ Irr(C). Como FPdim(X)? divide a
FPdim(C) = pg* = FPdim(X) =1,g 0 ¢°.

@ Entonces pg* = FPdim(C) = a+ bg? + cq*. Luego
q%|a = FPdim(Cp).

@ Ademas, FPdim(Cyt) divide a pg* = FPdim(C).

Asi, FPdim(Cot) € {7, %, a*, pa?, pq®, pq*}.

@ Caso FPdim(Cyt) = @° : la graduacion universal por U(C)
tiene g° componentes Cg y cada una tiene dimension pq.
Luego, pq = FPdim(Cy) = a4 + byq? + c4q*. Entonces
ag # 0, Vg € U(C). Como q divide a ag = a5 > q,

Vg € U(C).
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Algunas ideas de la prueba

Si C es una categoria modular integra con FPdim(C) = pg*
entonces C es de tipo grupo.
Idea de la prueba:

@ Sea X ¢ Irr(C). Como FPdim(X)? divide a
FPdim(C) = pg* = FPdim(X) =1,g 0 ¢°.

@ Entonces pg* = FPdim(C) = a+ bg? + cq*. Luego
q%|a = FPdim(Cp).

@ Ademas, FPdim(Cyt) divide a pg* = FPdim(C).

Asi, FPdim(Cot) € {7, %, a*, pa?, pq®, pq*}.

@ Caso FPdim(Cyt) = @° : la graduacion universal por U(C)
tiene g° componentes Cg y cada una tiene dimension pq.
Luego, pq = FPdim(Cy) = a4 + byq? + c4q*. Entonces
ag # 0, Vg € U(C). Como q divide a a; = a4 > q,

Vg € U(C). Asi, ® = a=3gc ) 80 > 4°G-
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Algunas ideas de la prueba

Si C es una categoria modular integra con FPdim(C) = pg*
entonces C es de tipo grupo.
Idea de la prueba:

@ Sea X ¢ Irr(C). Como FPdim(X)? divide a
FPdim(C) = pg* = FPdim(X) =1,g 0 ¢°.

@ Entonces pg* = FPdim(C) = a+ bg? + cq*. Luego
q%|a = FPdim(Cp).

@ Ademas, FPdim(Cyt) divide a pg* = FPdim(C).

Asi, FPdim(Cot) € {7, %, a*, pa?, pq®, pq*}.

@ Caso FPdim(Cyt) = @° : la graduacion universal por U(C)
tiene g° componentes Cg y cada una tiene dimension pq.
Luego, pq = FPdim(Cy) = a4 + byq? + c4q*. Entonces
ag # 0, Vg € U(C). Como q divide a a; = a4 > q,
vg € U(C). Asi, ¢° = a= 3", yc) @ > G°q. Absurdo.
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